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有限要素法による鉄筋コンクリート部材の弾塑性解析
大 築 手口 夫
Nonlinear Analysis of Reinforced concrete members 
by the Fini te Element Method 
Kazuo Ohtsuki 
Abstract 
The purpos巴ofthis paper is to find an appropriate analytical model for nonlinear finite element analysis 
of reinforced concrete members and to clarify an elasto-plastic behavior of reinforced concrete frames 
subjected to horizontalload by applying the analytical model to them. 
A computer program was developed and used to analyze the complete behavior， from zero load until 
f出lure，of six reinforced concrete beams with varied stress-strain relationships and failure criteria for con-
crete， bond-slip relationships between concrete and steel and the finite element layout 
Computed deflections， crack patterns and cracking and ultimate loads w巴recompared with experimental 
data and wi th th巴valuescalculated by the Ohno←Arakawa's forri1ula or thos巴calculatedby the bending theory 
I 緒 扇
有限要素法を用いて，これまで理論解析が不可能で、あった現象をシュミレーションしようと
する試みが工学の広い分野の問題についてなされていて，本論文において対象とした鉄筋コン
クリート部材についても種々検討されている。
先ず， 1967年， D. Ngo， A. C. Scordelis 1)はせん断亀裂を前もって仮定した鉄筋コンクリー
ト梁の弾性解析を行ない，その後，多くの研究者2)-20)により有限要素法による鉄筋コンクリー
ト部材の弾塑性解析が試みられている。しかし，未だ解析結果が全ての点について実験結果に
充分対応するような有限要素解析モデルを得るまで、至っていなし多くの検討すべき問題が残
されている。
そこで，本論文では必ず，鉄筋コンクリート部材の適切な有限要素解析モデルを得ることを
目的として，既に北大大野研究室において実験された肋筋のない鉄筋コンクリート梁について，
二次元有限要素法を用いて弾塑性解析を用ない， a)分割数， b) コンクリートの応力度一歪
度関係， c) コンクリートの破壊条件， d)鉄筋とコンクリート聞の付着の解析結果に及ぼす
影響について検討する。
次に，実験が困難な鉄筋コンクリート造の不静定構造物の諸性状を理論的に解明する第一歩と
して，上記の鉄筋コンクリート梁の弾塑性解析結果をふまえ，有限要素法を用いて無限均等ラー
(93) 
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その弾塑性々状を明らかにすることを目的とする。メンの弾塑性解析を行ない，
解析したラーメンは，従来の曲げ終局強度式及びせん断耐力式(大野・荒川式)によって，
梁主筋の引張降状により耐力に達すると計算される比較的せん断スパンの長い梁(せん断スパ
ン比a/d=5.0)を有するラーメン及びせん断破壊によって耐力に達すると計算されるせん断ス
パンの短い梁(せん断スパン比a/dニ 1.67)を有するラーメンの2系列で，夫々について，無限
均等ラーメンの条件に合せて接合部中心点間距離が変らないとしたものと軸方向変位について
更に柱に O.3Fc，O.6Fc， O.9Fcの軸方向中心点間距離が変るとしたもの，の条件を緩和して，
圧縮力を作用させたものを組合せた 12種である。
法方析解I 
弾性解析法について1 
この弾性域では，要素は等質等方鉄筋は全て弾性状態を保つ。コンクリート，低荷重では，
性と考えて，通常の有限要素法の手法に基づいて剛性マトリックスを導いた。
??? ?
コンクリートの剛性マトリックス
コンクリー卜部は三角形要素によって分割し
た。三角形要素の面内剛性マトリックスについ
A 
ては既に多くの文献に詳細に述べられているの
単位要素図-1
その誘導については省略する。で，
本論丈では要素に等方性を与えるため，要素内で応力度及び歪度が一様な三角形要素を 4ヶ
は次のよ組合せて図 lの四辺形要素を単位要素として用いた。その剛性マトリックス CKJ
うである。
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図-2 鉄筋要素
ると次のようになる。
Es'As [Ks) = [T)-l [k) [T)ニ←7J- θ 
ー cos2f) 
cos f)sin f) 
Sym. 
cos2 f) 
-cos f) sin f) 
cosθsin f) 
sin2 f) 
-sin2θ sin 2 f)
C 付着剛性マトリックス
D. Ngo， A. C. Scordelisは鉄筋とコンクリート聞の付着ーすベリ関係を解析に取り入れるた
め，物理的には大きさを有せず，剛性のみを有する図 3のような付着連結要素を提案した o
Khは鉄筋軸方向の付着剛性を表わし，Kvは鉄筋軸と直角方向の剛性を示す。本解析ではこの
連結要素を取り入れる。但し Kvは無限大としKhのみを考慮する。付着剛性Khは厳密には要
素節点聞のすべリについての変位関数を定的，付着応力度 すベリ関係に基づいて算出される
べきであるが，問題が複雑となるので，本論文では図 4のh-i部材の中央点aから j-J部材
の中央点までの鉄筋とコングリート開の相対すベリ量は，節点 iのすべ 1)量に等しいものと仮
定する。この仮定により局部座標系 (X-y)に関する付着剛性マトリックス〔ん〕は次のよう
になる。
k.ψ・(Xj十Xh) '" ('、
〔ん〕 一一 2←ー XP Ol 
L 0 0 J
ここに k 付着係数(Tb/S) 
ψ:鉄筋周長
?
図-3 連結要素
これを全体座標系 (X-Y)に変換して次の剛性マトリックスが得られる。
(95) 
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(Kb] = k.ψ・(手土Xh) x ( 
乙 ICOS2 e 
I cos e sin e 
、?? ? ?
????? 、???
??
???
?
以上の剛性マトリックスを構造物全体について Assembleして解けば，弾性体としての節点
変位が求まり，以下順次歪度，応力度が求められる。
2 亀裂発生及び塑性々状を考慮した解析法について
荷重が大になるに従い，コンクリート要素の一部には亀裂
発生，圧縮降伏そして破壊が生ずる。
以上の判定は本論文では，全て要素の主応力度について行 X 
ない，主応力度が引張強度或いは圧縮強度に達すると亀裂が 図-4 付着モデル
発生或いは降伏し，主応力度方向の歪が圧縮破壊歪度に達すると要素全体が破壊してしまうと
仮定した。なお，ー且発生した亀裂の方向は，その後の応力再配分によって変らないが，主応
力度が引張から圧縮に変るときには亀裂発生前の状態に戻るとした。また，亀裂又は圧縮降
伏が一方向に生じても，それと直交する方向の主応力度が引張又は圧縮強度に達していない聞
は弾性状態を保ち，要素は直交異方性になると仮定した。
以上のような仮定で計算する場合のコンクリート要素の取り扱いについて述べると次のよう
になる。
等質等方性弾性体についての単位要素内の応力度 {σi と歪度 {εi及び、節点変位ベクトル
{ Oi}の関係は次の通りとする。
{σ}= (DJ{ d= (D](BJ{ o;} 
ただし (D] :等質等方性弾性体についての 2次元弾性係数マトリックス
故に，主応力度 {O"o}は変換マトリックス (Tσ〕を用いれば次のように求められる。
{叫=(Tσ]{σ}= (T ".](D](BJ{ Oi} 
以上の式から主応力度方向の有効歪度を求れると
いけ=(D]一l{引
ここで得られた{。けの一部又は全部が仮定した引張又は圧縮強度に達するか，又は超えた
とすると要素は上記の仮定に従い直交異方性となり，要素の主応力度は次のように変る。
{ゐ}=(DpJ{ω}
ただし
(96) 
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[DpJ =主IE1 
ν12E2 
ν21E1 
A 二 1-ν12・ν21
磯畑氏12)と同様に
ν12ニ VjE17E2 ν21ν21νJ孟J云J
G ぶ云瓦1主孟
1ロ2- -2(什1+而~)
とおいて上式に代入すると
[DpJ二 iAI E1 
ν jEIE~ 
?
?
?
?
??
。 。 ? ? ??? ??????
??
?
A = 1 -V2 
となる。
亀裂が一方向に生じた場合は E1二 0，E2=E 
亀裂が二方向に生じた場合は E1=E2= 0 
また， σ2が圧縮降伏した場合は
ト f7(νjEE2ε1十ん2)
を角揮し、てE2を求める。
σ"σ2が共に圧縮降伏した場合は
FcZ717(E1εl 十 ν jEIE~ ε2) 
i 一ν
Fc = ~(VjEIE~ [1十 E2[2) 
i一ν
を解いてEl，Ezを求める。
以上によって要素の状態に応じて [DpJが定まる。
{ゐ}は又，次のように表わされる。
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{σe' }二 [Dp){εθ} = [D p)[D) -1 { 0"8 } 
二((1)一(1')){ω} 
ただし [1') = [1)一 [Dp)[D)一1
[1) : 3 x 3の単位マトリックス
故に，直交異方性になった後の X，Y，Z方向要素内応力度{σ'}は次のようになる。
{ゲ}=[Td)-I{り}= [Td)-I([1) -[1'))[T){σ} 
二 [Tσ〕一1([1)一 [T))(T)(D)[B){ o;} 
二 (D)(B){o;} -[Td)-I(J')[ T)(D)[B){ふ}
したがって，直交異方性要素の節点力は次式で求められる。
{げF;}γeニLん(ほ同B剖町F(ド円T刊[ωD)[臼問B剖)-(げTれ刊吋σd)-1γ「一→[T
二 (K){o;} -(μL1 K){ o;}二 [Kρバ){o;}
ただし [Kp)= (K)一 [L1K)
[K)は等質等方性要素の剛性マトリックスに等しい。
なお節点力は次のようにも求められる。すなわち
{け =[Tσ)-1{φ} = [Tσ)-I[Dp)[D)-I[ Tσ)[D)(B){Oi} 
故に
{FY = !)B)Y{O"'}dV 
=メ[B)T[ Tσ)-I[Dp)[D)-I( Tσ)[D)(B)dV{ふ}
二 [Kp){Oi} 
以上で得られる [Kp)は次頁の通りである。
ただし Dll二 (η;j2 COS2θ十 ηY2sin20)2 D12 二 νρηYηL/2
D13 = (ηL/2η1/2 )(η;j2COS20+η112 sin2θ) sin Ocos 0 
D22 二 (η;j2sin2θ 十 ηY2cos2θ) 
D23 = (ηアー ηY2)(η;j 2 sin28+ηy2 COS2 0 )sin θcosθ 
D33 二 O.5(l-vp)ηアηY十(ηY-ηy2)2sin2 OCOS2θ 
E;r E 
7}x 三云， ηg=-jL， Uρ ニ tXY'V， tXY = tJF・t112ι  
tx二 VX/ν ty= νy/ν 
(98) 
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x，y 図 5に示す主応力方向
E， v:等方弾性体のヤンク係数及びポアソン比
Ex， Ey， !ノx，V.'lJ 塑性化した場合の添字方向
のヤング係数及ぴポアソン比
。:主応力方向と全体座標系とのなす角
y 
x 
以上得られた剛性マトリックスを用いて Assemble
とすると構造物全体として次の釣合式が得られる。 図-5 主応力方向
(Kp){ a'}={R} 
上式の計算法として次の二通りが考えられる。
第 1は上式をそのま当解いて
{o} = (Kp)~l{R} 
から求めらる方法である。
第 2は(Kp)二 (K)一 (L1K)として
E-t [Kp)二 ×2ab( 1 -vt) 
aZD33十b'lDll
。bD13
。2D33+b2DIl
ーがD" 
+abD" 
a2D33 -abDl3 
。bD" -a2D33 
。2D33+b2Dll
+abD" 
b2Dll 
a2D33+b2Dll 
abD口
Sym 
。2D23十b2D13 -b2D13 -a2D23 _'L α2D2十b2D33
旦三(D日+D，)
手 (D"十九)一手(D咋 D，) 苧(D12 D33) 2 0叫 3
b2Dl3 a2D32十b2D13 ムポD32 a2D22十b2D33
hh ム 手(九十D.，) -b' D口
す(D，-Dぉ)+す(D，+D日) “ すー(D，-D，) 十abD23
a
2 
D32 a2 D32 + b2 Dl3 -b2 Dl3 
(1h， _ -~t(DI2+D33) ab，.. r.. ¥ nh， '" -a2D22 すー(D"一D，) ム 十 z-(D，+D，) すー(D，-D，) 。bD23
子(D，+D日) ぷD32 -b2 Dl3 a2 D32十グD"h "J.， _l.. abD23 
-JT(Dl2-D33) 乎(D，-D，) 苧(D，+D，) -a
2Dz2 
(99) 
。2D22+b2D33
十abDz3
a2Dn+ 
b2D33 
~abD23 
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[K]{ o} = {R f十{LlK]{o}とおき
{ o} = [K] -1 ( { R }十 [LlK]{o}) 
として求める方法である。
第2の方法では {ofが両辺に含まれているので繰返し計算法によらなければならないが
[K]-1は弾性状態において求めてあるので，逆マトリックスの計算は最初に行うだけで，後は
右辺の( )内の列ベクトルを計算すれは、{ofを求めることが出来る。一方，第 lの方法によ
れは、亀裂等の発生によって要素の力学性状が変る度にマトリックスを作 1)直し，逆マトリック
ス計算をしなけれは、ならない。
両者の計算時間に対する優劣については方程式の元数や亀裂の発生状況等が関係し，現在の
ところ明確な基準は無いが，一般に〔ムK]が大きくなるに従L、第2の方法の収束が悪くなる
ので [Kp]の逆マトリックスを求めた方がよいようである。ただし，本論文では両者を比較す
る意味を含めて，梁の解析は第2の方法，ラーメンの解析は第 lの方法によって行なった。
なお第 2の方法において
{Llσθ}ニ {σθ}-{品}， {Llσ} = {σ}一{σ，}二[Tσ]-l{Llσθ}
とおけば
(LlK)三五(B)T[Tσ]-1{Llσθ}dV
とな 1)，三角形要素の場合は要素内で歪及び応力度は一定なので次のように極めて簡単に求め
られる。
(LlK)二 tx A X (B)T( Tσ) -1 {Llぬ}
以上の第2の方法は O.C. Zienkiewiz， S.Valliapan， 1. P. Kingが亀裂，降伏等の非線形問題の
解法として提案4)した初期歪問題を解く方法と全く同じである。
以上によって計算を行なし" { o:が著しく場大して，荷重が増大しなくなったとき，梁又
はラーメンが耐力に達したとして計算を打切った。
I 鉄筋コンクリー卜梁の弾塑性解析
本章では，前章に述べた弾塑性解析法を用いて，既に北大大野研究室で実験された，図-6
に示す肋筋のない梁を，先ず，分割数を変えて解析し，次いでコンクリートの応力度一歪度関係，
コンクリー卜の破壊条件，鉄筋とコンクリートの付着力 すベリ関係の仮定を変えて解析した。
1 分割数の解析結果に及ぼす影響について
A 解析モデル及び計算仮定
解析した梁の有限要素分割は図一7(a) (b) (c)の3種で，梁端では鉄筋はスリップし
ないように拘束されていると仮定した。
コンクリー卜の破壊条件は図-8(a)の Johansen型とし，応力度一歪関係は実験結果に基
(100) 
有限要素法による鉄筋コンクリート部材の弾塑性解析 101 
づいて図-9(b)のパイリニアで，引張強度はFc/lOとした。
鉄筋の応力度一歪関係は完全弾塑性，鉄筋とコンクリートの付着応力ーすべり関係は文
献24)を参考に図 9 (a)のパイリニアを仮定した。
ldL1941 口
m 卜1l.25j
ト一一一一一-65.ラー 一一一一一一」
75.0一一一一一斗
Fc ::::280k島cm2 sOド344日ザ四P
正&:.=.-0.<∞2 EF2.1 x1 O' kg/cm' 
P. =Pc =2.41% lf' =11.938 cm 
σ1 
σt 
。己
図-6 試験体
σ2 
v， 
σ1 
(J'tl 
Johansen Tresca 
図-8 コンクリートの破壊条件
'e(kg/cm' ) 
でlTlax
σ， 
σt 
叶 ん 1グど一一一ー-
2ラI /勿
2C1//〉/
//一一一堂験
1ぢI1 / -.-1~空j!!I;0:，). 川。/一一川了
(a) 
Z車線は鉄筋処置
図ー7 要素分割
σ(kg/四戸)
畏:=0280
タ
メf / 
/J / /1 ノソ /
/1/ 
子1柏|…プ/
/ア一安験
γ 一一ー実験
ゲ 一一一色関紙岨集
/j 一一一本論て使痢 LT~
0.=ラ8))
MIFFftz28 
li'1リ:.y
(b) 
G∞2 t 
図-9 材料の力学モテル
B 解析結果及び考察
初亀裂荷重及び耐力
( 101) 
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計算で得られた初亀裂荷重及び耐力を実験値及び大野・荒川式による値と共に表-1に示
す。表中材力解 1)は鉄筋断面を考慮した断面二次モーメントを用いて，有限要素法(以下FEM
とする)による亀裂発生要素の中心点の応力度がコンクリートの引張強度となるときの荷重で
あり， 2)は亀裂発生要素の上縁の応力度が引張強度となるときの値である。せん断初亀裂荷
重は斜め亀裂がせん断スパン中央の材軸に生じたことが認められた荷重である。
これによると曲げ初亀裂荷重は分割が細い程低い。これは亀裂判定応力度が要素の平均値と
なっているため，当然分割の細い方が縁に近い位置の応力度を取ることになるためである。
せん断初亀裂荷重は分割の粗い BO-1が最も大きく， BO-2， 3は同じ値となったが，実
験値並びに大野・荒川式の値に比較し相当大きい。
耐力はいずれも亀裂図(図-10)の斜線を施した要素の圧縮破壊によって得られ，分割の細
いもの程低くなり， BO-2， 3が比較的実験値に一致していると云える。また， BO-2の値が
最も大野・荒川式の値に近い。
表-1 初亀裂荷重及ぴ耐力
曲げ初亀荷重 (ton) せん断初亀裂荷量 (ton) 由子I 力 (ton)
FEM '夫 験 材力解 FEM 実 験 大野荒川i式 FEM 実 験 大野荒川式
BO← l 
6.13' ) 12.2 5.91 
4.902) 
22.2 
7.0 8.0 
16.7 
5.551) BO~ 2 4.73 
5.002) 
11.0 8.01 17.4 19.37 
6.5 7目。
16.0 
5.31') BO~ 3 4.42 11.0 15.8 
5.00 
11 亀裂分布
図 10に一例として BOー し 2の亀裂分布を示す。
せん断スパン内にはいずれの場合もほぼ全域に亘って亀裂が発生することになり，分割数の
違いによる差は認められない。端部スパン内の曲げ亀裂分布について見ると分割の精組により
曲げ亀裂発生荷重，発生位置に相違が見られ，分割の細い方が幾分亀裂の発生が早くなる傾向
が見られるが，耐力も低かったため亀裂発生範囲は狭くなり，実験で見られる傾向に近い。
II 荷重一慎み曲線
図 11に荷重 権み関係を示す。尚比較のため実験結果を併記した。これによると，擦みは
曲げ初亀裂が入るまでは分割数に拘らず殆んど同じであるが，その後，次第に分割の細い方の
操みが大きくなり，せん断スパンに斜め亀裂発生後一層差が現われる。これは前述の様に分割
を細くしたもの程亀裂発生荷重が低かったためと考えられる。
実験結果と比較すると，耐力，変形の両面から見た場合BO-2が最も実験結果に近いと云え
る。
以上，分割の精粗による差異を耐力，変形，亀裂について見たが，弾塑性解析を行う際，そ
(102) 
有限要素法による鉄筋コンクリー卜部材の弾塑性解析 103 
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図-10 亀裂分布
れらの精度と同様に計算時聞が大きな問題とな
る。 そこでこれらの計算時間について見ると P(ton) 
BO-1 は331干少， BO-2は424秒， BO-3 
は945秒を要した。 20 
一般に有限要素法によって解析する場合， 分
割の精粗による全内部仕事量の差は大きくなし
1ラ
したがって荷重位置の変位の差も比較的小さい
ことが予想される。又，余り差のない応力度が
生じている要素のいずれかに亀裂が生じても， 10 
内部仕事量に大きな差が生じないのでこの場合
も荷重位置の変位には大きな影響が現われない
と思われる。
以上のようなことから変位については最も良
好な結果が得られる。 これに対して耐力は終局
時に圧縮破壊する要素の応力度の大きさが， そ
の部分の応力勾配にもよるが， 多くの場合要素
(103) 
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の大きさに影響され易し亀裂分布は上記の変位について述べた事柄及び局部応力の問題でも
あるので分割方式の影響を最も大きく受けると考えられる。
しかし，鉄筋コンクリートの場合，前記の計算時間の問題と共に細くみれば等質等方性体と
は考え難いので，いたずらに分割を細くすることについては問題が残り，計算と実験結果を更
に対応させるためには使用要素や力学性状の判定法にさかのぼって検討の要があると考えられ
る。しかし以上で検討した BO-2程度の分割によっても，かなりの荷重範囲について鉄筋コン
クリート部材の挙動を検討し得るものと考える。
2 計算仮定の解析結果に及ぼす影響について
A 解析モデル及び計算仮定
解析した梁の有限要素分割は前節の BO-2と同じである。
コンクリートの破壊条件は図 8のJohansen型，応力度一歪度関係は圧縮側は図 9に示
すe関数式とする。ただし，引張側は e関数式のtσニ Oにおける接線と一致する線形とする。尚，
圧縮側の応力度は下記の (A)式によって求めた有効歪度を用いて (B)式により求めた。
ε~ (ε1+ν. [2)/ ( 1← ν2 )ε;ニ([2十 V'[1 )/( 1一ν2)…(A) 
σz二 6.75(e -O.812c1 / [11_ e -1.218 e;/εB)Fc …( B ) 
ここに EI*，ε2*:有効歪度 el， ε2.主歪度 ν:ポアソン比
εB.圧縮強度時の歪度 Fc:コンクリート強度
鉄筋とコンクリートの付着ーすベリ関係は図 9 (a)のノ〈イリニアと非線形の 2種
尚，この非線形曲線は文献24)によるもので次式で表わされる。
τ= e. lo~ ((~1 )SXl十 1J 
xl一 ι・ (e-1 ) SXl + 1 表-2 材料の力学モデルの組合せ
~~に τxl τX/ τmax
SXl二 Sx/Sτ二日ほ
以上の力学仮定を組合せた表 2の3種につ
いて解析し，前節の BO-2も含めて比較する。
コンクリートの応力度 歪度関係を e関数と仮
定した場合，圧縮歪度が0_05を越えたとき破壊
と倣して計算を打切った。
B 解析結果及び考察
三己
(BO-2) 
BO-4 
BO-5 
BO-6 
破 J謀条件
Johansen 
Johansen 
Johansen 
Tresca 
日 SI掲係 σ ε|期係
Bilinear Bilineal 
Bilnear e-Function 
Non-linear e-Function 
Bilinear e-Function 
L 一一 一←ー
計算で得られた初亀裂荷重及び耐力を表 3に，荷重 捷み曲線を図-12に，亀裂分布を図
-13に示す。
コンクリートの応力度一歪度関係の解析結果に及ぼす影響
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第一 3 初亀裂荷重及び耐力
l削げ初亀裂1¥:j，[l. l ton) せん断十Jj亀裂イ'i'1(ton) 川J 1; (ton) 
IU 
ドEM I実験 WI大野淀川式IFEM I実験仙 I)(~i'荒川式
11.0 
5.23" I 10.6 
4.712) 
BO--6 4.51 9.2 
コンク 1)ートの応力度歪関係をパイリニア
とした BO-2とG関数としたBO-4を比較
すると，曲げ初亀裂荷重，せん断初亀裂荷重は
e関数とした BO-4の方が若干低いが耐力は
殆んど同じ値となった。
亀裂分布についてみると，e関数を用いた方
が全体として亀裂の進展が早し特に端部スパ
ンにおいて著しく亀裂発生範囲が増大し斜め方
向亀裂も発生している。これはコンクリートの
応力度一歪度関係として e関数を用いた場合，
引張{則のヤング係数がパイリニアの場合より大
8.0 
7.0 
p(もon)
20 
1ラ
きくなったため，鉄筋とコンクリートのヤング 。
係数比が変り，コンクリートの負担する応力が
大きくなって亀裂が入り易くなったものと考え
られる。
17.4 
8.1J1 
0 ラ 1.0 
16.0 
19.37 
16.7 
一一一一ー 空 験
一一ー 一- BO-2 
-ーーーーー -ー BO-4 
----- BO-5 ・ー__BO-6 
長 持
1 う
図-12 荷主主 携関係
2.0 
S (mm) 
携みはe関数を用いた方が載荷の初期段階から耐力に至るまで若干小さい。一般に亀裂の発
生によって携みも大きくなると考えられるが，e関数を用いた場合，亀裂発生荷重が小さし亀
裂進展も早いにも拘らず携みは小きくなっている。これは亀裂のない要素の剛性がパイリニア
のものより大きいため，亀裂が入った後でも梁全体の剛性が大きくなっていることによるもの
と考えられる。 図 12に実験結果を併記したが，本解析値は両者共よく実験結果に一致して
いると云える。
以上の結果より，本解析モデルのように，せん断亀裂発生後に庄縮破壊によって耐力に達す
る，所謂，せん断圧縮破壊形式のものでは，特に耐力に関しては，本解析で使用した程度のコ
ンクリートの応力度一歪度関係の違いは差程解析結果に影響しないと云える。尚，両者の計算
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時間を比較すると BO-2は414秒， e関数を用いた BO-4は載荷の初期段階から圧縮部分に
節点力が出るため， 751秒を要し，ノfイリニアの場合の約1.8倍となった。
1 コンクリートの破壊条件の計算結果に及ぼす影響
コンクリートの破壊条件を異にする BO-4 (Johansen型)と BO-6 (Tresca型)を比較
すると，由げ
がみられ， Tr陀es託ca型のBO-6の方が実験値並ぴぴ、に大野.荒川式の値にカか通なリ近〈なつてい
る。耐カには破壊条件の影響が最も顕著に現われ， Tresca型のBO-6は実験値よりも低い値
となった。これは後述する亀裂性状が大きく影響しているものと思われる。
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図-13 亀裂分布
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亀裂分布について見ると，せん断スパン内の亀裂の進展は Tresca型のBO-6の方が早<， 
逆に端部スパンでは若干遅くなる傾向が見られる。破壊条件の違いによる顕著な差は高荷重段
階における圧縮側に見られ， BO-6では圧縮側の鉄筋に沿った亀裂が顕著に現われ，この亀裂
が前述の耐力に大きく影響しているものと思われる。
携みは，せん断初亀裂荷重が異なる 10ton前後及び耐力近くの荷重時を除けば，破壊条件の
違いによる差は小さい。
以上の結果，本解析の範囲では耐力，亀裂の点から考えて破壊条件として Johansen型を用い
た方がより実験に近い結果が得られると云える。
III 付着力 すベリ関係の計算結果に及ぼす影響
付着力ーすべ 1)関係を異にする BO-4とBO-5を比較すると曲げ初亀裂荷重，せん断初亀
裂荷重については殆んど差が見られない。耐力については若干差があり，非線形とした BO-5
の方が大きい。
せん断スパン内の亀裂については付着力ーすべり関係の違いによる差は見られない。端部ス
ノfンでは非線形とした BO-5の方が亀裂の発生が早くなる傾向が見られるが顕著で、はない。
捷みは BO-5の方が付着剛性が大きいため同一荷重において幾分小きくなっている。
以上のように本解析で仮定した付着力ーすべり関係は比較的近似していたこともあって耐力に
若干の差が見られた他は差がなかった。
尚，付着力の影響については著者等が別途行なった結果19)-21)では，亀裂の発生は付着係数の
小さい程遅くなる傾向があり，せん断初亀裂荷重は高くなり，逆に耐力は低くなる傾向が見ら
れた。
W 無限均等ラーメンの弾塑性解析
前章において有限要素法による鉄筋コンク 1)ート梁の弾塑性解析を行ない，静定梁の実験結
果とかなり良い一致を示す解析モデルが得られたので，本章ではこれを実験の困難な水平力を
受ける不静定ラーメンに適用し，不静定ラーメンの弾塑性々状について検討する。
1 解析モデル及び計算仮定
解析したラーメンは図 14 ( a )に示す無限均等ラーメンの斜線部分を同図(b )のように
取り出し，各切断面に次のような不静定ラーメンの条件を与えた。
i) 接合部中心点間距離が変らない場合
変形に関する条件
( a )梁，柱接合部中心点Oに関して点対称
( b )階高中央切断面⑮ー⑮の中央点Bに対する断面内各点の変形と断面@一@の中央点C
に対するそれは等しい
( 107) 
夫手口築大
( c )梁スパン中央点Aに関して点対称
( d )階高中央切断面の中央点 B，
108 
夫々点対称Cに関して，
節点方程式に関する条件
( a )梁・柱接合部中心点Oに関して点対称、
b-b断面と c-c断面とは連続である
???
接合部中心点間距離が変る場合
上記 i)の諸条件のうち変形に関する条件(c)， (d)が
下記の(c ')， (d ')に変 1)，節点方程式に関する条件とし
て下記の(c)， (d)が加わる。
変形に関する条件
?????
( C ')梁スパン中央点Aの変形後の点A'に関して点対称
(d')階高中央切断面の中央点Bの変形後の点B'に関して点対称
節点方程式に関する条件 ラーメン
( c )③ ③断面のX方向節点力の和は零
(d)⑪ー⑪断面のY方向節点力の和は零
解析したラーメンの種別は，従来の曲げ強度式によれば梁主筋の引張降伏により耐力に達す
図-14
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よ下鉄筋よじ1%
柔断面
口4
会鉄筋上b2% 
荘断面
ることになる梁スパン 5mのものと，梁のせん
夫々について柱梁接合部中心
解析モデルの種別
断破壊により耐力に達することになる梁スパン
2mの2系列で，
表-4
2うOcm
? ?
?
柱車由方I"J}J
N/Acニ
M5 
M 5 -03 
。
O.3Fc 
接合部中心
点間距離
変不
干L
J 言己
包 :10cm
放線ほ鉄筋A立i査
八吋十は.4-1101昔
0.6Fc 
O.9Fc 
M 5 -06 
M 5 -09 
(a) 附糸g'[
化変MM5 o 
0.6Fc MM 5 -06 
E宮7日
o 
O.3Fc 
O.6Fc 
O.9Fc 
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M 2 -06 
有限要素分割図-15
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点間距離が拘束を受けて変らないとした条件じ 柱並びに梁に亀裂発生に伴なう軸方向力が
生じないように接合部中心点間距離が変るとした両極端の条件を与え，接合部中心点距離の移
動についての仮定によって生ずる軸方向とは無関係に柱に常に一定の軸方向圧縮力N/Ac=0 
3Fc， O.6Fc， 0.9Fcを加えたものを，夫々組合せた表 4の 12種である。
有限要素分割を図-15に示す。
計算に際して設けた材料の力学仮定は， 前章の結果を参照して， コンクリートの破壊条件は
Johansen型で応力度 歪度関係は図 16( a )のように引張側は線形， 圧縮側は完全弾塑性型，
鉄筋の応力度 歪度関係も完全弾塑性型，鉄筋とコンクリート聞の付着力 すべり関係について
は図 16 ( b )のように完全弾塑性型を仮定した。更に著者等が先に発表19)-21) した結果を参照
し、 鉄筋とコンクリートの節点まわりのコンクリート要素に亀裂が生ずると， そのコンクリー
ト要素と鉄筋聞の付着力は零になるとした。亀裂発生後要素は直交異方性になるものとして剛
性ストリックスを作り直し，鉄筋とリートの降伏及ぴ付着降伏は応力伝達法によった。
水平荷重は柱の上下の切断面の層間変位で与え，柱軸方向圧 σ(kgl叫)
縮力は実力として柱の切断面に加え，いずれか一個のコンクリ
ート要素の主歪度が0.0015に達するか， 又は等価節点力が収
飲しなくなったとき破壊したものとして計算を打切った。
計算に使用した材料の諸係数等は表 5に示す通りである。
2 計算結果及び考察
A せん断スパン比ajb=5の梁を有するラーメン
図 17 (a)-(d)に亀裂分布の一例を示す。
同図に見られるように接合部中心点間距離が変らないとした
ものでは， 柱に軸方向圧縮力が加わると柱及ぴ接合部内の亀裂
発生域は狭くなる。又柱軸方向圧縮力が大きくなるにつれ， 梁
内の曲げ初亀裂発生位置は柱梁接合端から遠ざかる傾向が見ら
れる。 これは柱軸方向圧縮力の影響によって柱軸方向圧縮力の
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図-16 材料の力学モデル
コンクリートのヤング係数 210ton/cm' 鉄筋の降伏点応力度 2400kg/cm' 
コンクリートのポアソン比 1/6 付着係数 8000kg/cm3 
コンクリートの圧縮強度 150kg/cm' 降伏スリップ量 0.00375cm 
コンクリートの引張強度 15kg/cm' 梁事由鉄筋周長 14.2cm 
鉄筋のヤンク係数 2100ton/cm' 柱軸鉄筋周長 20.0cm 
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図-17 亀裂分布
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大きなもの程，梁端の隅角部に大きな軸方向圧縮力が生ずるためである。
一方，接合部中心点間距離が変るとした場合の梁内の亀裂は図~17(c)， (d)に見られるように，
柱軸方向圧縮力の有無に拘らず広範囲に生ずる。尚柱軸方向圧縮力の有無による差異は，上記
の接合部中心点間距離が変らないとしたときと同様で、ある。
従来の曲げ並びにせん断強度式によれは、'前述めように本解析モデルはL、ずれも梁の引張鉄
筋の降伏により耐力に達することになるが，本解析では亀裂図に示した柱梁隅角部の梁上端の
コンクリート要素の圧縮破壊により耐力に達し，両者の破壊様式は著しく異った。このときの
梁せん断力と梁主筋の最大応力度並びに従来の曲げ強度式により求めた耐力を表 6に示す。
これによれば接合部中心点間距離が変らないとしたM5系列の耐力は，いずれも曲げ強度式に
よる値よりも大きくなっているにも拘らず鉄筋応力度は1/2以下の値となっている。これに対
して，接合部中心点間距離が変るとした MM5系列の耐力は，いずれの曲げ強度式による値よ
りも小きし又鉄筋の応力度も降伏点応力度よりも小さいが，常用設計式でMM5の耐力時の
鉄筋応力度を逆算すると 1843kg/cm2となり，FEMで得られた値に比較的近く，先の接合部中
心点間距離が変らないとしたものより従来の曲げ強張度式による値に近い。
このように，接合部中心点間距離の変化の有無によって耐力並びに鉄筋応力度に大きな差が
現われた原因は，接合部中心点間距離が変らないとしたものには，亀裂の発生に伴って図 18 
に示すような梁せん断力の増加と共に漸増する材軸方向圧縮力が生じたためと考えられる。因
に， M5の耐力時の軸方向圧縮力42.5tonが作用した場合の梁の曲げ、耐力を学会規準解説の終
局強度目各算式によって求めると梁せん断力は 9.59tonとなり，本解析値よりも大きくなる。
次に柱に軸方向圧縮カを加えた場合について見ると，接合部中心点間距離が変らないとした
ものでは， M 5 ~09 を除き柱軸方向圧縮力の大きいもの程耐力は大きい。これは柱軸方向圧縮
力が加わると柱及び守妾合部の亀裂が減少し，その結果骨組全体の変形が小きくなって耐力が増
加したものと思われる。 M5~09 は柱軸方向圧縮力が非常に大きいため，隅角部に大きな圧縮
力を生ずる結果となり，これが圧縮破壊を早めたものと考えられる。
図 19は剛性低下率αと層間変位Sの関係を示したものである。尚，剛性低下率 αは柱せん断
力一層間変位曲線より図中に示すように初期剛性Koと割線剛性Kiとの比 α=Ki/Koとして
求めた。これによるといずれの場合も亀裂発生後急激な剛性の低下が見られる。接合部中心点
間距離の条件を異にする M5とMM5を比べると，接合部中心点間距離が変ると LたMM5の
方が亀裂発生後の剛性低下は大きし層間変位 Sが大きい。これは接合部中心人民間距離が変
らないとしたものでは亀裂の発生に伴って前述のような軸方向圧縮力が生じ，これが以後の亀
裂進展を遅らせ，また亀裂の発生を阻止するため剛性の低下も小さくなり，同ーの層間変位に
対する梁の抵抗力が大きし耐力に達し易くなったためと考えられる。
一方柱軸方向圧縮力の影響についてみると，接合部中心点間距離が変らないとした場合，水平
??
?
???
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表-6 せん断力及ぴ主筋応力度 日b(ton)
8.0 
記 号 耐力時梁 耐力日寺梁せん断力 ton 主筋応力kg/cm' 7.0 
M5 6.79 1025 
ιo 
M5 -03 7.68 1084 
う 3
M5 -06 8.16 1042 
4.0 
M5 -09 7.84 1155 
MM5 4.55 1626 3.0 
MM5 -06 4.34 1478 勺 O
常用設計式 5.79 2400 
終局略算式 5.83 2400 
。。 1.J.0 20.0 30.0 40ρ ラ0.0 壬0.0
e 関数法 5.68 2400 Np (~on) 
図-18 梁せん断力 軸方向力関係
変形も小さくなっている。これも先に述べた柱
内の亀裂分布が大きく影響していると思われる。 ω 
B せん断スパン比a/b=1.67の梁を有する
ラーメン
亀裂分布の一例を図-20に示す。
本解析モデルはし、ずれも梁主筋に沿ったコンクリート要素内に斜め方向亀裂の発生が見ら
れ，実験で見られるような梁材軸を横切る斜め亀裂の発生は認められなかった。また梁スパン
カのみか力日わった M5に比べ，柱軸方向圧縮力
も加わったM5 -03， 06， 09の方が，柱の亀裂
が激減しているためラーメンの剛性低下は小さ
いが，耐力時の層間変位には大きな差は見られ
なし、。これに対し，接合部中心点間距離が変る
とした MM5系列では，部分的には逆の場合も
あるが，全体として柱軸方向圧縮力の加わった
MM5-06の方が剛性低下は小さし耐力時の m 
? ?
O.() 一一一一一一-Mラ
一--ー 但_M5-oJ 
一ーー ーー _M5_06
--...M5-09 
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図-19 剛性低下率層間変位関係
5mの場合に比べ梁内の曲げ亀裂発生範囲は狭くなっている。その他については，梁スパン 5
mのものと同様で、ある。
図 21は柱せん断力(または梁せん断力)と層間変位の関係を示す。これによれば接合部中心
点間距離が変らないとし，柱に一定の軸方向圧縮力を加えた場合の柱せん断力は層間変位の増
( 112) 
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加と共にはほ直線的に増しているが，梁主筋に沿った斜め方向亀裂が入るとせん断力は急激に
減少し，その後層間変位の増加と共に事ぴ増加しているが，斜め亀裂発生前のせん断力に達す
る以前に圧縮破壊を起している。柱に軸方向圧縮力を加えなかったM2では，柱及ぴ接合部内
に多数の亀裂が発生したため，せん断力一変位関係の勾配は上記のものより緩やかとなり，梁
主筋に沿って斜め亀裂が入った後は前述のものと同様となった。
一方接合部中心点間距離が変るとし，水平力だけを加えた MM2では，柱及び梁主筋に沿っ
て斜め方向亀裂が入った後，柱せん断力は急激に低下するが，その後層間変位の増加と共に
せん断力も増加して圧縮破壊を起し，耐力に達する。 MM2-06もMM2と同様，梁主筋に沿っ
て斜め亀裂が生じた後，せん断力が急激に低下し， その後層間変イ立の増加に伴って若干せん
断力が増したところで圧縮破壊を起している。この両者の差は亀裂図に見られる様に梁端引張
側の亀裂並びに梁主筋に沿った亀裂発生の違いによるものと考えられる。
以土のように接合部中心点間距離の変化の有無，柱軸方向圧縮力の有無によって柱又は梁せ
ん断力と層間変位の関係は著しく異なったものとなる。
図-22は梁スノぐン 5mの場合と同様にして求めた剛性低下率αと層間変位 Sの関係を示す。
図中 0印は最大荷重時を示す。先ず，接合部中心点間距離が変るとした MM2と変らないとし
たM2について見ると梁スパン 5mの場合と同様MM2の方が剛性低下が大きし又圧縮破壊
時までの変形の伸びも大きい。
図-20 亀裂分布
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接合部中心点間距離が変らないとしたものについて見ると，最大荷重時までは水平力だけを
加えた M2に比べ柱軸方向圧縮力も加えた M2 -03， 06， 09の剛性低下は小さし両者の差は
梁スパン5mの曲げ破壊する場合よりも大きい。最大荷重を示した後，剛性は急激に低下してい
るが，その後の変形の伸びは柱軸方向圧縮力の有無に拘らずノトさい。また接合部中心点間距離
が変るとした場合についても MM2に比べ柱軸方向圧縮力を加えた MM2-06の方が剛性
低下は小きいが，その差は接合部中心点間距離が変らないとした場合より小さし、
以上のように接合部中心点間距離の変化の有 表-7 梁せん断力及ぴ主筋応力度
無及び柱軸方向力の有無によってラーメンの剛
性は大きく変る。
表-7に最大荷重時の梁せん断力及び梁主筋
応力度を示す。尚， MM2を除き梁主筋に沿って
斜め方向亀裂が入る直前に最大荷重に達し，
MM2は柱梁隅角部の梁上端のコンクリート要
素の圧縮破壊により最大荷重に達した。表中の
値は圧縮破壊又は梁主筋i品、に斜め亀裂が生ず
る1ステップ前の値である。これによると接合
部中心点間距離が変らないとし，水平力のみを
加えた M2の梁せん断力は大野・荒川|式の 15
日c(ton) 
(日b)
14.0 
(24雪)
12.0 
(21.0 ) 
10，0 
(i 7.5) 
8.0 
(14.0) 
一一一一- >別2-06
0.0 0ラ 2.0 
S(cm) 
図-21 せん断力 層間変位関係
最大荷重時 最大荷重時
梁せん断力 主筋応力度
22.0 ton 930 kgjcm' 
21.0 942 
23.8 1165 
22.9 1093 
16.4 1891 
11.9 1253 
15.5 2134 
17.5 2400 
? 】? ? ?
号
M2 
M2 -03 
M2 -06 
M2 -09 
MM2 
MM 2 -06 
大野荒川l式
曲げ略算式
一ーー 一ーー一ー-M2 
一ー一一ー -M2-03 
一一一_M2-06 
M2-09 
一一一一一一四2
一一即日 06
0，4 
0;之
0.0 0.8 1，2 lβ2.0 
-ー[j(cm)
04 
図-22 剛性低下率層間変位関係
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5ton，学会規準の曲げ終局強度目各算式の 17.5ton Nb(ton) 
よリも大きくなったにも拘らず鉄筋応力度は大 60.0 
野・荒川式の値を用いて常用設計式で逆算する
と2134kg/cm2となるのに対して本解析結果で
は凡そ 1/2程度の値となっている。これも梁ス
パン 5mの場合と同様に亀裂発生に伴って生じ
た軸方向圧縮力が大きく影響しているものと思
われる。国に，耐力時の梁軸方向圧縮力 50ton 
40.0 
20.0 
が作用したときの梁せん断耐力を修正大野・荒 0.0 0.2う 0.50 0.7う1.00
S(cm) 
川式23)によって求めると 16.0tonとなり，学会
図-23 梁軸力 層間変位関係
規準の軸力のある場合の曲げ終局強度式で求め Qb(七on)
ると 30.2tonとなり，本解析値は両者の中間と 24.0 
なる。
次に接合部中心点間距離が変るとし，水平力 20・0
のみを加えた MM2は前述のようにコンクリー
トの圧縮破壊により最大荷重を示したが， この
ときの梁せん断力は 16.4tonで， 大野・荒川式
並びに学会規準の曲げ終局強度目各算式の値の中
間となり， どちらの値にも近いが，このときの
梁主筋の応力度は 1891kg/cm2で， 先の大野・
荒川式の耐力時の鉄筋応力度により近い。これ
に対して柱に軸方向圧縮力を加えた MM2-
06の最大梁せん断力は 11.9tonと大野・荒川式
の値よりも相当低く，鉄筋応力度も低い。これ
は亀裂図に見られるように MM2に比べ梁端引
16.0 
12.0 
8.0 
4.0 
0.0 0.1 
N2 
NN2 
M2 
MM2 
-77 
_./// 
02 
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図-24 荷重擦み関係
張部分の亀裂が多く，更に梁主筋沿いの亀裂の発生が顕著であるため付着力が著しく低下して
耐力が極度に低くなったものと思われる。
以上のように接合部中心点間距離の変化の有無によって最大荷重に大きな違いが生じたのは
先にも述べたように亀裂発生後に生ずる軸方向圧縮力によるものであると考えられる。
この亀裂発生後に生じた梁軸方向圧縮力と層間変位の関係を図-23に示す。梁の軸方向圧縮
力は層間変位の増加と共に概ね直線的に増大し，柱に軸方向圧縮力を加えたものでは殆んど差
が見られない。これは軸方向圧縮力は亀裂によって大きく左右されるが，柱に軸方向庄縮力を
加えたものでは梁内の亀裂分布に差がなかったためと思われる。柱に軸方向圧縮力を加えな
(115) 
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かった M2の梁軸方向圧縮力は同一層間変位について見ると他のものよリ小さいが，これは柱
及ぴ接合部内の亀裂が影響しているものと考えられる。
図 24は本解析のラーメン梁内法スパンと同じせん断スパンを有する静定梁を大野式加力
法により解析した結果の梁材軸位置の荷重 境み関係を示したものである。 N2はM2とほぼ
同じ軸方向圧縮力が作用した場合であり.NN2は軸カのない場合である。尚，同図のラーメン
梁の変形は柱及び接合部の亀裂によって大きく影響を受け，せん断スパンのみの変形を取り出
すことは困難で、ある。そこで，二、では同図に示す様に接点回転角から求めた。
これによれば，軸方向力のあるものでは最大荷重以後に，軸力のないものではlOton前後に
おいて差が見られるが，これは荷重として変形を与えたものと力を与えたものとの違いである
ことを考えれは、，梁の変形を全体的に見た場合本解析の範囲では，ラーメン梁も静定梁も殆ん
ど差がないと云える。したがって，静定梁の実験結果からラーメン梁の性状を予測し得るもの
と考えられるが，その場合，前述のようにラーメン梁で、は亀裂の発生によって軸方向力が生じ
たことから，むしろ柱の実験結果を用いた方が実状に近いのではないかと考えられる。
V 結 圭五ロ
以上，有限要素法による鉄筋コンクリー卜部材の弾塑性解析を行って得られた結果を要約す
ると次のようである。
静定梁の解析結果より
i) 有限要素分割の精粗は弾塑性解析結果の耐力に大きな影響を及ぼ、し，分割の細し、もの
干呈耐力は低;い。
ii) コンクリ トの応力度 歪関係に極端な差がない限リ弾塑性解析結果はあまり変らな
い。したがって計算時間をも含めて考えると応力度一歪度関係を非線形とするより折線
で近似した方が有利である。
ii) コンクリートの庄縮一引張域における破壊条件の違いは耐力，亀裂性状に大きく影響
する。
iv) 付着力ーすベリ関係は比較的近似していたため耐力に若干差が出た程度である。
ラーメンの解析結果より
i) 従来の静定梁についての強度算定式から予測される破壊様式と本解析結果の破壊様式
は著く異る。
ii) 柱及び梁の伸縮が拘束されていると，亀裂発生に伴って柱及び梁に軸方向圧縮力が生
じ，耐力，変形，亀裂性状に大きな影響を及lます。
ii) 上記ii)の軸方向圧縮力は耐力を増す結果となるが，逆に変形能力が小さくなり，靭
性の，~\で問題がある。
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終りに，本論文は修士及び卒業研究で得られた結果を取纏めたものであり，その間ご助言を
頂いた小幡守教授，並ぴにご助力頂いた加藤信夫，福島泰明，工藤仁司，後藤順，松原浩司，
真柄祥吾の諸氏に深く感謝の意を表します。
(昭和51年 5月22日受理)
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